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APÉNDICES GENERALES 



Apéndice A: optimización restringida 

A.1. Condición de primer orden. 

Generalmente estamos familiarizados con algunos métodos de encontrar 
valores extremos de funciones en relación a su dominio completo. En 
economía predominan las funciones objetivo restringido por la existencia 
de condiciones adicionales que tienen que ser satisfechas. Por ejemplo, 
un productor puede estar constreñido por una cuota imponiendo un límite 
superior a la producción; mientras que intenta maximizar sus ganancias; 
un consumidor buscando maximizar la satisfacción a través de la 
adquisición de combinaciones de dos o más bienes, puede estar 
restringida por un determinado nivel de ingresos o presupuesto. De suerte 
que las cantidades de bienes o servicios no pueden asumir cualquier valor 
consistente con la función objetivo, sino que tenemos que buscar valores 
dentro de las restricciones impuestas por la función. Para esto requerimos 
el empleo de técnicas de optimización constreñida. 

La diferencia entre un extremo libre y otro constreñido se muestra para el 
caso de la función z=f(x, y), en el Gráfica A.1. 

Gráfica A. 1. 
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[Gráfica A.l. Función objetivo en economía]. (Elaboración propia). 


En la gráfica A.l., el máximo restringido se encuentra en lo más alto de la 
curva, por encima de la línea restricción. En general, el máximo restringido 
(mínimo) usualmente es más bajo (más alto) que el máximo (mínimo) no 
restringido. Algunas veces los valores restringidos y los valores sin 
restricción pueden coincidir entre sí. Asumimos que el número de 
variables de elección (o instrumentos) exceden el número de 
restricciones. 

1.1. El Método del Multiplicador de LaGrange 

Intuitivamente, las conocidas técnicas de obtención libre (no constreñida) 
de valores extremos aún pueden ser adecuados si se obtuviera una 
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función particular que combine la función objetivo y la restricción; 
entonces los extremos libres de esta expresión serían los extremos 
constreñidos de la función objetivo general. Consideremos un problema 
de maximización de utilidad involucrando dos bienes “xi” y “X2”, a dos 
niveles de precios dados “Pi” y “P 2 ”, sujeto a una restricción: que el gasto 
de los dos bienes sea igual a un nivel de presupuesto “b”. Así el problema 
es: 

MAXIMIZAR: U = f(x 1> x 2 )... (1) 

SUJETO A: b = p 1 x 1 +p 2 x z ...(2) 

Advierta que la restricción puede ser escrita en la forma siguiente: 


b - p x x x - p 2 x 2 = 0 ... (2.1) 


P 1*1 + p 2 *2 - b = 0 ... (2.2) 


Ajustando lo anterior para una condición de primer orden de maximización 
libre, esto sería factible a través de la misma técnica de diferenciación 
parcial como las otras condiciones de equilibrio, es decir, esta expresión 
tiene que ser el coeficiente de una variable incógnita o indeterminada en 
algunas funciones más grandes que incorporan los otros términos de la 
función objetivo. En breve, construimos una función objetivo ampliado o 
expresión lagrangeana, de la siguiente manera: 


z = f(x ± , x 2 ) + Á(b - p ± x ± - p 2 x 2 )... (3) 
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Donde A es la variable necesaria denominada LaGrange (multiplicador 
indefinido). Es evidente que si maximizamos Z, maximizamos “U” sujeta 
a la restricción en la medida en que para valores estáticos la expresión 
A(b-piXi) igual a cero; de esta manera, para tales valores, Z = U. 

Las condiciones de primer orden para maximización de la utilidad 
consisten en que las derivadas parciales de primer orden de la función 
objetivo ampliado con respecto a todas las variables (incluyendo) sean 
igual a cero: 


dz 

z 1= —= / 1 -Ap 1 = ° 
dz 

z 2 = —= / 2 -Ap 2 = 0 
dz 

ZA = dI = b ~ PlXl ~ Pz * 2 = ° 


En este caso tenemos tres ecuaciones con tres incógnitas, xi, X 2 yA, y la 
última condición de primer orden debe indicar la satisfacción de la 
restricción. Ahondemos un poco en esto mediante tres acotaciones: a) las 
primeras dos condiciones pueden ser reacomodadas para obtener: 



Vi 


f 2 

= A...(3.1) 
Pz 


Donde fi y Í 2 serán las utilidades marginales de xi y X 2 , respectivamente. 
Por lo tanto, podemos obtener el resultado que máxima utilidad, las 
relaciones de utilidad marginal a precios de ambos bienes, son iguales: 
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Fácilmente se puede obtener que la tasa marginal de sustitución es igual 
a la relación de precios relativos: 



Pi 

“■■■(3.2) 

P2 


El valor negativo de la Tasa Marginal de Sustitución es la pendiente de la 
curva de indiferencia, en tanto que el valor negativo de la relación precios 
es la pendiente presupuestaria en una representación gráfica de este 
problema. De manera que para máxima utilidad la pendiente de la curva 
de indiferencia es igual a la pendiente de la línea del presupuesto, esto 
es, la línea presupuestaria es tangencial a una curva de indiferencia 
(gráfica A.2.). 

Gráfica A.2.: Multiplicador de Lagrange 
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c) De la restricción presupuestal: b - pixi - P 2 X 2 = O, puede resolverse por 
X 2 y así obtener la pendiente de la curva presupuestal: X 2 = b/p 2 - (P 1 /P 2 ) 
xi, de modo que dx 2 /dxi= -pi/p 2 . Además, debido a que la utilidad es 
constante, dU = fidxi + f 2 dx 2 =0; podemos encontrar la pendiente de una 
curva de indiferencia. Por consiguiente dx 2 /dxi = -fi/Í 2 . 

Ejemplo 1 

Un consumidor tiene un ingreso de $60 y tiene la opción de consumir dos 
bienes, xi y X 2 cuyos precios son $4 y $2, respectivamente. La restricción 
presupuestaria que enfrenta el consumidor es por lo tanto: 60-4xi-2x 2 = 0. 
Asumamos que la forma de la función utilidad es U = x 1 x 2 +2xu La 
expresión lagrangeana para este problema es: 


z = x x x 2 + 2x x + 2(60 — 4x x — 2x 2 ) ... (3.3) 


La condición de primer orden para una maximización de: 


dz 

z, = -— = x 2 + 2 — 4A = 0 
dx ± 

dz 

z 2 = —— = x, — 22 = 0 
dx 2 


dz 

z A = — = 60- 4x, - 2x 2 = 0 


Resolviendo el conjunto de ecuaciones anteriores, (1.4), en búsqueda de 


los valores críticos de las variables xi, X 2 y 2 encontramos que: 
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xi* = 8; X 2 * = 14; y A* = 4 .. .donde (*) significa que hemos encontrado 

el valor crítico. 

1.2 Generalización 

Función objetivo con n variables y una restricción lineal 
Supongamos que la función objetivo contiene n variables independientes, 

es decir, asumamos y = f(xi.x n ) donde “y” es la variable a ser 

maximizada (o minimizada) y (xi....x n ) son variables que pueden ser 
manipuladas para producir un punto estacionario. Asumamos, además, 
que la restricción es un vez más lineal, esto es que b -aixi -a 2 X 2 -... - a n x n 
= 0, donde b y a... a n son constantes. Ahora tenemos n +1 condiciones de 
primer orden para un máximo a (o un mínimo) y: 

Optimizar z = f(xi_x n ) - I(b-aiXi....-a n x n ). De manera que las condiciones 

de primer orden serán: 

— yy ^CL -^ — o 
z 2 = f2 — ÁCL¿ — 0 

z n fn Á.CL n 0 


z A — b — a 1 x 1 — a 2 x 2 — - a n x n = 0 

Una función objetivo con restricciones generales 
Hasta ahora hemos considerado solamente una restricción lineal pero 
pudiéramos también considerar una restricción general cuya forma no 
está explícitamente especificada. Supongamos que la restricción es 
escrita como g(xi....x n ) = b, entonces la restricción lagrangeana se vuelve: 
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Z = f(x lt ... ,x n )+Á[b- g(x lt ..., x n )\ ... (1.5) 


Que se traduce en las siguientes condiciones de primer orden (1-6): 

zi=fi~ ¿9i = 0 
Z 2 = ~ ^-92 = 0 
z n — fn — A 9n 0 

z a = b- g(x ± , ...,x n ) = 0 

La expresión “n + 1” son condiciones de primer orden para un punto 
estático y “gi” es, por supuesto; la derivada de la restricción con respecto 
a xi. En el caso de restricciones lineales donde los coeficientes 
representaron los precios de las mercancías “p¡” fue el precio de la pésima 
mercancía. 

Interpretación del Multiplicador Lagrangeano 

Cuando resolvemos las condiciones de un problema de maximización 
restringida, obtenemos no únicamente valores óptimos de las variaciones 
elegidas xi*....x n *, sino también el valor del multiplicador lagrangeano. 
Este multiplicador nos provee de información económica útil puesto que 
puede ser interpretada como indicativo de la sensibilidad del valor óptimo 
de la función objetivo para una pequeña flexibilización de la restricción 
constante. Por ejemplo cuando maximizamos una función de utilidad 
sujeta a una restricción presupuestal, x indica la tasa a la cual la utilidad 
es maximizada (U*), se incrementa con respecto a un incremento en los 
ingresos del consumidor, es decir (du*/db) x =X, aunque no podamos 
fácilmente comprobar esto. 
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En este caso es frecuentemente llamada la Utilidad Marginal del Dinero 
porque indica que la Utilidad Marginal obtenida a través de un incremento 
marginal del presupuesto del consumidor. Una apreciación intuitiva puede 
ser inferida de páginas anteriores, en especial de la nota 1 donde fi/pi = 
Í 2 /p 2 =1. Aquí x es igual a la Utilidad Marginal por peso invertido en cada 
uno de los bienes en una situación óptima. 

Condiciones de segundo orden 

Generalmente somos incapaces para determinar desde las condiciones 
de primer orden, únicamente, si hemos o no localizado un valor máximo 
o mínimo para la función objetivo. El conocimiento de las condiciones de 
segundo orden (sobre las segundas derivadas) es requerido previamente 
de intentar hacer tal distinción. Estas condiciones tienen que ver con las 
propiedades de convexidad o la concavidad de la función objetivo. 
Adicionalmente, las condiciones de primer orden rinden también 
información económica útil, por ejemplo en términos de maximización de 
la utilidad, ellas implican que la tasa Marginal de Sustitución está 
disminuyendo en el punto de tangencia entre una curva de indiferencia y 
la línea de presupuesto. 

Ejercicios de optimización restringida. 

En los siguientes tres ejercicios, encuentre el valor estacionario (o 
extremo) de la función objetivo, sin distinguir entre mínimo o máximo. 

(1) Para las siguientes funciones objetivo y las restricciones relacionadas: 
a) Formule las expresiones lagrangeanas apropiadas; exprese las 
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condiciones de primer orden para un valor máximo; y encuentre los 
valores resolutivos para las variables. Es decir, encuentre xi\ X 2 *, y A*. 

Si y = xlx2 y la restricción es xl + x2 — 6 = 0 

a) Z = xlx2 + A(x 1 + x2 — 6) 

b ) Z1 = x2 + A = 0 
Z 2 — xl + A — 0 

ZA = xl + x2 — 6 = 0 

c ) xl = —A = x2 

así que xl + xl — 6 = 0 i.e.x * 1 
= 3 

por lo tanto: x * 2 = 3 y A* = —3 

Si y = x21 + x22 y la restricción es xl + 4x2 — 2 = 0 

a) Z = x21 + x22 + A(xl + 4x2- 2) 

b ) Z1 + 2x1 + A = 0 
Z2 = 2x2 + 4Z = 0 

ZA — xl A- 4x2 — 2 = 0 

c ) 2x1 = — A = V 2 x2 i. e. x2 = 4x1 
así que xl + 16x1 = 2 i.e.x *1 

= 2/17 

por lo tanto x2 = 4x1, x2 = 8/17 
También para A = —2x1 ,A*= 4/17 

Si y = xl(x2 + 2) y la restricción es xl + x2 — 1 = 0 

a) Z = xl (x2 + 2) + Z (xl + x2 — 1) 

b) Z1 = x2 + 2 + A = 0 
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Z2 — xl + A — O 
ZA = xl + x2 — 1 = O 
xl = —A = x2 = 2 
ó x2 + 2 + x2 — 1 — O i.e.x* 2 
= - 1/2 

x * 1 = IV 2 y A* = IV 2 


(2) Establezca la expresión lagrangeana y las condiciones de primer 
orden para un extremo (sin resolver las ecuaciones), para cada una de 
las siguientes funciones: 

Í)Y = xl + 2x2 + 3x3 + xlx2 — x2x3, sujeta a\ xl + x2 + 2x3 
- 10 = 0 


Z — x 1 + 2x2 + 3x3 + xlx2 — x2x3 + A(x 91 
+ x2 + 2x3 — 10) 

Z1 — 1 + x2 + A — 0 
Z 2 — 2 + xl — x3 + A — 0 
Z3 — 3 — x2 + 2 A — 0 
ZA = xl = x2 + 2x3 — 10 = 0 
i¿) Z = x21 + 2x1x2 + x2x32 sujeta a: 2x1 + x2 + x23 — 24 
= 0 y xl + x3 - 8 = 0 

Z = x21 + 2x1x2 + x2x23 + Zl(2xl + x2 + x23 
- 24) + A2 (xl +x3 - 8) 

Z1 — 2x1 + 2x2 + 2A1 + A2 — 0 
Z2 = 2x1 + x23 + Al = 0 
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Z 3 = 2x2x3 + 112x3 + 12 = O 
Zll — 2x1 + x2 + x23 — 24 = O 
Z12 = xl + x3 — 8 = O 

(3) Finalmente, una empresa enfrenta una función de producción dada Q 
= F (K, L) donde “Q” es el nivel de producto “K” es la cantidad de servicios 
de capital y “L” son los servicios laborales. Asumamos asimismo que el 
tamaño de su restricción presupuestal sea “W” y de que los costos por 
renta de maquinaria y equipo sea “r”. Asuma que la empresa desea 
maximizar “Q”: 

¿Cuál es la restricción presupuestaria que enfrenta la empresa? 

Q = 

B = wL + rK 

Escriba la expresión lagrangeana para un problema de maximización. 

Z = F (K,L) + 1(5 - xL - rK) 

Formule las condiciones de primer orden para maximización de la 
producción. 

FL — AW = 0 
FK - Ir = 0 
B — wL — rK = 0 

Interprete las condiciones de primer orden para maximización del 
producto en la misma forma en la que interpretamos las condiciones de 
primer orden para maximizar utilidad en este mismo apéndice. 
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La expresión “Fl” es el producto marginal del trabajo y “Fk” es el producto 
marginal del capital. La formalización de las condiciones de primer orden, 
reporta lo siguiente: 


F/w = FK/r = A 

Es decir, la relación del producto marginal con respecto a los precios de 
los factores productivos debería ser la misma para todos los factores. 
Cada relación, a su vez, deberá ser igual al producto marginal del dinero, 
X. Arreglos ulteriores reportan lo siguiente: 


-Fl/Fk = -w/r 


La relación (-Fl/Fk) es la pendiente de la curva isocuanta y (-w/r) es igual 
a la pendiente de la curva presupuestaria. En un punto de equilibrio donde 
el producto se maximiza, las pendientes de estas dos funciones tienen 
que ser igual. Es decir, la línea presupuestaria (línea isocostos) tiene que 
ser tangente a la isocuanta apropiada. La tasa marginal de sustitución 
técnica será igual a la relación de los precios de los insumos en el punto 
“A”: Fl/Fk = w/r 
Gráfica A.3. 
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[Gráfica A.3]. (Elaboración propia). 


ANEXO B: OPTIMIZACIÓN: DOS VARIABLES Y 
RESTRICCIONES 

Optimización es un importante concepto en Economía. Casos típicos son 
los casos de maximización de beneficios, maximización de la utilidad y 
minimización de costos. Por ejemplo, la función de consumo orientada a 
la maximización de utilidad enfrenta una restricción presupuestaria. 

B.l. Máximos y mínimos 
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Maximizar o minimizar una función respecto de una o dos variables, 
involucran las mismas operaciones. Cuando se maximiza escribimos de 
la siguiente manera: 

max/(x) 

x 

...mientras que cuando se minimiza se procede del modo siguiente: 

min/(x) 

x 

Típicamente, denotamos el valor de xque se asocia a la solución como 
x*. Ahora, si en efecto el valor de x* está realmente x asociado con la 
solución de: 


max/(x) 

x 

.. .entonces x* es también el valor de x asociado con el mínimo de (-)/(x). 
En otras palabras, x* es también el valor de x asociado con la solución de: 


...y viceversa. 


min —/(x) 
x 


B.2. Puntos de Silla 

Una vez que se han introducido problemas que involucran funciones de 
varias variables, encontraremos los llamados “puntos de silla”. Recuerde 
que los puntos estacionarios para funciones de una variable pueden ser 
ya sea un máximo (local), un mínimo (local) o un punto de inflexión. 
Básicamente, los puntos de silla son generalizaciones de los puntos de 
inflexión. 
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Es decir, un punto de silla es un punto estacionario que no denota un valor 
extremo. Esto implica, a su vez, que un punto de silla es un punto donde 
la función tiene un mínimo cuando miramos en una dirección y un máximo 
cuando miramos en otra. 

La función x 3 , por ejemplo, tiene un punto de inflección en (0,0), y ese 
punto es también un punto de silla. 


Gráfica B.1.: Punto de Silla, Plano 



[Gráfica B.1 Punto de silla, Plano]. (Elaboración propia). 


Un punto de silla (x 0 ,y 0 ) es un punto estacionario con la propiedad de que 
existen los puntos (x,y) arbitrariamente cercanos a (x 0 ,y 0 ) con /(x,y) < 
/(x 0 ,y 0 ) y ahí sólo existen dichos puntos con /(x,y) > (x 0 ,y 0 ). 
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Gráfico B.2: Punto de Silla, Gráfico 3D 


Función z - x 2 - 


[Gráfica B.2: Punto de Silla, Gráfico 3D. (Elaboración propia). 

B.3. Conjuntos 

Como se mencionó anteriormente, muchos de los problemas de 
optimización que se tratan en Economía, estarán restringidos. Esto 
implica que el dominio de las funciones que se estudian estará también 
restringido. Para tratar con ello, necesitamos algunos conceptos y 
notación adicional. 

Si se tiene una función /(x) y si se permite que x asuma cualquier valor 
entre ay b, incluyendo los puntos finales ay b, entonces se escribe: 

x 6 [a, b], es decir, a < x < b 

Por supuesto, esta función es también nuestro dominio D, y dado que 
estamos preocupados por el valor real de las funciones evaluadas, 
entonces de tiene: 
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D = [a,b]CR 


Además, decimos que [a, b] es un intervalo o conjunto cerrado. Esto es, 
un intervalo que contiene todos sus puntos finales o valores extremos. 

Ahora, si en vez de ello se tuviera una función /(x), y si se permitiera que 
x asumiera cualquier valor entre ay b, pero aquellos de a y ó, entonces 
se escribe: 

x 6 (a, b), es decir, a < x < b 

Este es un intervalo, o conjunto, abierto, o un conjunto abierto que no 
contiene ninguno de sus puntos finales (a, b). 1 

Finalmente, si se tiene una función /(x) y ahora se permite que xtome 
cualquier tanto los valores entre ay b como aquellos de a o ó, entonces 
se tiene: 

x 6 [a, b), ó,x 6 (a, b ] 

Estos son intervalos o conjuntos, semi-cerrados. Es un intervalo que 
contiene cualquiera de los puntos finales. Entonces se tiene: 

x e [a^b^&y G [ a 2 ,b 2 ] 

D = [a 1 ,b 1 ]x[a 2 ,b 2 ]CR 2 


1 Nota: no confundir el intervalo abierto (a, b ), el cual permite a la variable tomar todos los valore 
contemplados; con el punto (a, b), el cuál es el punto dónde x - ay y - b 
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El mismo principio aplica para los intervalos abiertos o semi-cerrados, y a 
cualquier combinación de ellos. 

Ahora, un intervalo o conjunto cerrado tal como [a,b] no está únicamente 
cerrado, sino también está limitado. A su vez, esto implica que todos los 
dominios genéricos también están cerrados y confinados. 


D = [ a,b] 

D = [a 1 ,b 1 \x[a 2 ,b 2 \ 

Típicamente en asuntos de optimización, es bueno que un domino esté 
cerrado y limitado. Lo anterior porque existe un teorema que garantiza la 
existencia de un máximo y un mínimo para las funciones continuas en 
dominios cerrados y limitados y no vacíos. 

B.4. Interior de un conjunto 

Otro termino que hemos encontrado pero que hasta ahora no ha sido bien 
especificado es el interior de un conjunto. Básicamente éste constituye la 
unión de todos sus subconjuntos abiertos. Por ejemplo, si el dominio D de 
una función f(x) es x e (a,b), el interior del dominio es simplemente D 
mismo. En cambio, si el dominio es D = [ a,b ], entonces el interior es 
simplemente el dominio excluyendo los puntos finales a y ó, esto es un 
conjunto abierto (a,b). 

¿Qué hay acerca de una función f(x,y ) de las variables x &y? Digamos 
que el dominio es D = [a 1) b 1 ]x[a 2 ,b 2 ], esto es, dos intervalos cerrados. 
Desde que el interior de un intervalo cerrado [a, b] simplemente es el 
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intervalo abierto (a, b ), claramente el interior es, es decir, la unión de todos 
los subconjuntos abiertos de D, tiene que ser un conjunto abierto: (ai, bl) 
x (a 2 , b2). 

¿Por qué lo anterior es importante? Recuerde que las condiciones de 
primer y segundo orden nos ayudan a encontrar soluciones internas. Si 
estuviéramos optimizando un dominio cerrado, entonces la solución 
interior no necesariamente serían un máximo o un mínimo. De manera 
que tenemos que ser capaces de identificar el interior y, además, el límite, 
es decir, que las diferentes combinaciones involucren puntos finales. 


Así, f(x,y), 0 =< x =< 2 & 0 =< y =< 2 como se muestra en el gráfico 

B 4.1 

Gráfico B 4.1: Plano: f(x,y), 0 =< x =< 2 & 0 =< y =< 2 
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Domino: [0,2] x [0,2]; Interior: (0,2) x (0,2) 

[Gráfica B.4.1 Plano: f(x,y), 0 =< x =< 2 & 0 =< y =< 2 ]. (Elaboración 

propia). 
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En el caso de la siguiente función: f(x,y ), 0 =< x =< 2 y 0 =< y =< 2 - 
x como se muestra en el gráfico B 4.2 


Gráfico B 4.2 Plano: f(x,y), 0 =< x =< 2 y 0 =< y =< 2 — x 

y 



[Gráfica B4.2 Plano: /(x,y), 0 =< x =< 2 y 0 =< y =< 2 — x], (Elaboración 

propia). 
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B.5. Dos variables 

Afortunadamente, mucho de lo hecho cuando optimizamos funciones de 
una variable, obviamente se extiende a funciones de dos variables. 

De hecho, la idea básica es la misma. Primero, se obtiene la condición de 
primer orden igualando las derivadas parciales a cero. Entonces, si es 
posible y necesario, se desarrollan las derivadas parciales de segundo 
orden y procedemos a clasificar nuestras soluciones. Por supuesto, ahora 
que se tienen más derivadas, las condiciones de segundo orden lucen 
algo diferente, pero la idea es la misma. Finalmente, si fuera necesario, 
estudiamos soluciones a lo largo de las fronteras o límites. 

B.6. Teorema del valor extremo 

Suponga que la función /(x,y) es enteramente continua a través de un 
conjunto cerrado y limitado S, el cual no está vacío, en un cierto plano. 
Entonces existe tanto un punto ( a,b ) en S donde /tiene un mínimo y un 
punto (c, d) en S, donde /tiene un máximo, es decir: 
f(a, b ) < /(x,y) < /(c, d ) Para todo (x,y) en S 

B.7.Condiciones necesarias 

Una función diferenciadle z = /(x,y) puede únicamente tener un máximo 
o un mínimo en un punto interior (x 0 ,y 0 ) de S, si es un punto estacionario. 
Esto es, si el punto (x,y) = (x 0 ,y 0 ) satisface las siguientes ecuaciones: 

fí(x,y) = 0 / 2 (x,y) = 0 
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Estas son las condiciones de primer orden, o primera derivada parcial 
para dos variables. En otros términos, en un punto extremo local en el 
interior del dominio de una función diferenciable, todas las primeras 
derivadas parciales son 0. 

B.8. Condiciones suficientes 

Suponga que (x 0 , y 0 ) es un punto estacionario para una función de costos 
cuadrática (C 2 ) /(x,y) en un conjunto convexo S. 

Si para todo (x,y) en S: 


Ai(x,y) < 0 , f 22 (x, y) < 0 y /n(x,y)/ 22 (x,y) - (/ 12 (x,y) ) 2 > 0; 
entonces (x 0 ,y 0 )es un punto máximo para /(x,y) en S. 

Si para todo (x,y) en S: 

Ai O, y) > 0 , f 22 (x, y) > 0 y Ai (x, y)/ 22 (x, y) - (/ 12 (x, y) ) 2 > 0; 
Entonces (x 0 ,y 0 )es un punto mínimo para /(x,y) en S. 

Prueba de la segunda derivada 

Suponga que /(x,y) es una función con continuas derivadas parciales de 
segundo orden en un dominio S, y permita que (x 0 ,y 0 ) sea un punto 
interior estacionario de S. Entonces escribimos 

A = Ai (x 0 , y 0 ) B = A 2 Oo, yo) C = A 2 (.x 0 , y 0 ) 
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Si A < O y AC - B 2 > O, entonces (x 0 ,y 0 ) estrictamente será un punto 
local máximo. 

Si A > 0 y AC - B 2 > 0, entonces (x 0 ,y 0 ) es estrictamente un punto local 
mínimo. 

Si AC - B 2 < 0, entonces (x 0 ,y 0 ) es un punto de silla. 

Si AC - B 2 = 0, entonces (x 0 ,y 0 ) puede ser un máximo local, o un 
mínimo local, o un punto de silla. 

B.10 Determinación de un máximo y un mínimo 

Sí se pretende encontrar los valores máximos y mínimos de la función 
diferenciadle /(x,y) definidos como un conjunto S cerrado y delimitado S 
en un plano dado. 

Solución 

Encuentra todos los puntos estacionarios en el interior de S. 

Encuentra el valor más grande y el más pequeño de fe n los límites de S 
y los puntos asociados. (Si es conveniente subdividir el límite en varias 
partes, encuentra el valor más grande y el más pequeño en cada 
segmento del límite.) 

Calcula los valores de la función en todos los valores obtenidos en (i) y 
(ii). El punto más grande de la función es el valor máximo de f en S. El 
valor más pequeño de la función es el mínimo valor de fe n S. 

B.11. Un ejemplo: maximización del beneficio y la función de Cobb- 
Douglas 
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Recuerde la función de producción Cobb-Douglas Q = f(K,L) = Al a Y^ 
dónde Q = volumen de producción, A= productividad total de los factores, 
L= mano de obra, K= capital, mientras que a y |3 son las constantes. En 
lo subsiguiente asuma que una empresa maximizadora de ganancias 
oferta una cierta commodity que describe la función de producción Q. 

Función del beneficio 

Antes de resolver por la condición de primer orden, se tiene que escribir 
la función de beneficio n(K,L). Si fijamos el precio unitario en p, al costo 
medio (renta) del capital en r y la tasa salarial per cápita en w, entonces 
se tiene: 


n(K, L) = pf(K, L) - rK - wL = pAFK 13 -rK-wL 

La primera cosa que se advierte es que la función es continua y 
diferenciadle tanto de K como de L y, por consiguiente, es un punto 
máximo si se define en un dominio cerrado y delimitado. 

Las condiciones de primer orden 

Ahora, si K > Oy L > 0, entonces cualquier valor máximo, tendrá que 
cumplir las condiciones de primer orden, es decir que: n' K (K,L ) = 
n' L (K,L ) = 0. Entonces se tiene que: 

max pAL a RP -rK-wL 

K,L 

n' K (K, L) = ppAL a K^ 1 - r = 0 ^ r = ppAU^K^ 1 
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n' L {K, L) = paAL a 1 K 13 — w = o -> w = paAL a 1 K@ 


Esto es, si hay un beneficio positivo, entonces la renta del capital es igual 
a su productividad marginal por el precio p. Asimismo, el salario está dado 
por el producto marginal del trabajo por el precio p. Aún más notable, la 
función Cobb-Douglas es homogénea de grado a + /? , y si se establece 
que: a + /? = 1, entonces se tiene: 

n(K, V) = pAL a KP -rK-wL 
= pAL a KP - p( 1 - a)AL a K^~ 1 K - paAL a ~ x KP 
= pAL a KP - p( 1 - a)AL a K^ - pccAL a K $ 

= pAL a K^ - pAL a K^ = 0 

Vea qué pasa si especificamos algunos valores para este problema. 
Suponga: a = - , /? = - p = 1, w = .01, r = .02, /t = 1 y que K,L > 0 

4 2 


1 


maxfL 1 / 4 - o.2tf - 0.1L} 

K,L 


1 1 1 11 
n' K {K,L) = -L*K~2 - 0.2 = 0 -> L4A:”2 = 0.4 

1 3 1 3 1 

n L (K,L ) = -L~4K2 - 0.1 = 0 -> L _ 4tf2 = 0.4 
4 


11 3 1 

L4AT"2 zz ¿"4^2 

13 11 

L4L4 ZZ y^2/<:2 -> K = L 


Re-arreglando: 


1 i i 1 i 1 

-K4K~2 =-K~ 4 = 0.2 = - 

2 2 5 
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2 i 5 i 5 . 625 

= K4->-=K4->K = L = (-) 4 = 

5 2 V 16 


625 i 625 i /62b\ 62b 12b 

L) = O^G^O* - 0.2 (—) - 0.1(—) = — > 0 

ii 625 i 625 i 125 

Q = LÁKz = (-)?(- )2 =- 

v v 16 ; ^ 16 ; 8 


625 125 


Para convencernos que nuestra solución constituye un máximo, podemos 
usar la prueba de la segunda derivada. 


, 1 6251 

j4C _ b2 = (__(_ 3 


625"! \ 3 625 _Z/625 i 
16 16^76^ 4 V76~^ 2 


1 625 3 /625 i 

' r _ ~A. / _“■9 


- (- (-) 4 

V 16 


yiy 


"8 

3 625 s 625 s 1 625 5 625 5 


~~ 4( 77 } 4 ~~ ( 77 )( 7t7 ) 4( 76~ } 

3 625 _io 1 625 _io 

“ ( 77 )( 77' ) 4 _ ( 77 )( 7t7 ) 4 

2 625 _io 2 625 io 

“ ( 64 )( 77 } 4 ~~ ( 64 )( 77 } 4 > ° 


Esto es, con el valor positivo de la solución hemos encontrado un máximo. 

B.12 Optimización restringida 

Hasta ahora, únicamente nos hemos referido a optimizaciones sin 
restricciones, aunque algunas veces hayamos maximizado bajo ciertos 
dominios (restringidos). Sin embargo, muchos problemas de optimización 
en economía incluyen restricciones. Tal vez el más simple de los 
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problemas sea en aquel donde optimizamos sujeto a las llamadas 
restricciones iguales. Por ejemplo, un agente maximiza su utilidad u(x,y ) 
sujeta a una restricción del presupuesto: px + y = m\ 

maxi¿(x,y) sujeta a px + y = m 

x,y 


En este simple ejemplo, la restricción puede rescribirse como y=m-px. 
Incrustando tal restricción en la función de utilidad se tiene una nueva 
función: h(x) = u(x,m - px) y así podemos resolver un problema de 
maximización: 


max h(x) = max u(x, m — px) 

X X 


Veamos un ejemplo muy sencillo. Sea u(x,y) = x 2 + 2y la función de 
utilidad, y x + y = 12 la restricción. Entonces se tiene que: 

maxx 2 + 2y sujeta a x + y = 12&x,y>0 

x,y 

Para resolver el problema, simplemente reescribimos yen términos de x; 
y = 12 — x. Esto implica que /i(x) = i¿(x, 12 — x) = x 2 + 2(12 — x) = x 2 + 
24 - 2x, y, por lo tanto, se tiene: 

maxx 2 + 24 — 2x 

x,y 


Note que h(x) = x 2 + 24 - 2x es continua y doblemente diferenciable. 
También advierta que: x + y=12&x,y>0 implica que el dominio está 
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cerrado y delimitado. El problema tiene una solución, y podemos usar la 
regla de la primera y segunda derivada: 


dh(x) 

Función de optimización restringica : —-— = 2x — 2 = 0 

x = l&y = 12 - x = 12 - 1 = 11 
u(x,y) = 1 2 + 2 *11 = 23 
d 2 h(x) 

Solución-. — , „ = 2 > 0 -» min. 

dx ¿ 

¿Cómo es posible esto? ¡Ya habíamos concluido que la función tiene que 
tener un máximo! Bueno, si la única solución interior es un mínimo, 
entonces debemos tener un máximo en uno de los puntos finales o en las 
esquinas... 

Gráfica B 12 Función de optimización restringida, caso particular 




[Gráfica B 12 Función de optimización restringida, caso particular], (Elaboración 

propia). 


En este caso particular, encontramos las soluciones de esquina fijando 
x = 0 and x = 12. 
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Si x = O entonces y = 12 -> u(x, y) — x 2 + 2y = O 2 + 2 * 12 = 24 > 
23. 

¿Es este nuestro máximo? Juzgando por las gráficas anteriores, la 
respuesta es “no”. Pero seguimos teniendo x = 12 para investigar. 

Si x = 12 entonces y = 0 -» u(x, y) = x 2 + 2y = 12 2 + 2 * 0 = 144 > 
24 > 23. Esto es, x* = 12 Y y* = 0 y el punto máximo es u(12,0) = 144. 
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APÉNDICE C: LOS EFECTOS INGRESO Y SUSTITUCIÓN 


Una caída en el precio “pi” tiene dos efectos: 

El conjunto de opciones se amplia y el consumidor podrá alcanzar una 
curva de indiferencia más alta mediante el mismo nivel de gasto. Esto es 
su ingreso real o su poder de compra real crece. 

Los precios relativos pi/p 2 han caído. De ahí que podemos descomponer 
una caída en precios entre: 

C.l. Los efectos ingreso y sustitución 

a) EFECTO INGRESO. Esto es el cambio en la demanda por “xi” 
derivado únicamente del incremento en el ingreso real, con precios 
relativos sostenidos constantes {be en la gráfica C.l.). 

Gráfica C.I.: Efecto ingreso y sustitución 
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Efecto Total = Efecto de Sustitución + Efecto del Ingreso 
(ac) (ab) (be) 

b) EFECTO SUSTITUCION. Esto es el cambio en la demanda por “x” 
derivada únicamente cambios en los precios relativos manteniendo el 
ingreso real constante {ab en la gráfica 1). Como siempre negativa dado 
el perfil estrictamente convexo de las curvas de indiferencia, la demanda 
se mueve en dirección opuesta a los cambios de precio. 

C.2. Los efectos descomposición del ingreso y sustitución 
Hicksianos 

En el enfoque de Hicks el objetivo es mantener el ingreso real constante 
en el sentido de que la utilidad es inalterada. Esto supone que cuando “p” 
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cae acumulamos un monto de ingreso tal que el consumidor puede 
permanecer en la misma curva de indiferencia original. Esto involucra 
construir una línea de presupuesto artificial tangente a la curva de 
indiferencia original “II o ” pero con una pendiente reflejando el nuevo 
precio relativo. La “variación compensatoria” en el Ingreso Monetario es 
el cambio en el nivel de ingresos que hace que el consumidor permanezca 
en el nivel de satisfacción tan bueno como el original. 

C.3. La descomposición Slutsky de los efectos ingreso y sustitución 

Gráfica C.2.: Método de Slutsky 



El método Slutsky envuelve el ajuste de la línea presupuestal después del 
cambio en precios de manera tal que el consumidor pudiera si lo deseara; 
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adquirir el mismo paquete de bienes que él había elegido antes de la caída 
en precios. 

Desde que la línea presupuestal de ingreso compensado pasa a través 
del punto original “A” pero tiene una pendiente diferente con respecto a la 
línea original de presupuesto no es tangencial a la curva de indiferencia 
“II o ” sino que es tangencial a una curva de indiferencia más alta “U”. 
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